Design af bro

Opgave 2.2

a) Opstil en ligning for den cirkel, der gar gennem punkterne A, Q og B.
For at opstille en ligning for den cirkel, der gar gennem punkterne A, Q og B, skal man
bruge cirklens ligning, som ser saledes ud:

(x = x0)? + (y = y0)* = r?
(Xo,Yo) = cirklens centrum
r=1000m
Punkt Q = (OIVQ) = (0111)

For at finde frem til cirklens centrums y-koordinat, skal r traeekkes fra Q’s y-vaerdi:
Ya-Tr=Yo
11 — 1000 = —989

Koordinaterne for cirklens centrum samt radius saettes ind i cirklens ligning, og der er
hermed opstillet en ligning, for den cirkel, der gar gennem punkterne A, Q og B:

(x — 0)2 + (y — (—=989)% = 10002

Ligningen for cirklen gennem punkterne A, Q og B er (x — 0)? + (v — (=989) = 1000?
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b) Angiv funktionsforskriften for den del af cirklen (cirkelbue), der er afgraenset af A

og B.

For at finde funktionsforskriften for den del af cirklen, der er afgreenset af A og B, skal
vi isolere y, hvorved y bliver udtrykt som en funktion af x.

Der tages udgangspunkt i cirklens ligning for cirklen, der gir gennem A, Q og B:

(x — 0)% + (y — (—989)2 = 10002

(y — (=989)? = 10002 — (x — 0)2

y — (=989) = +,/10002 — (x — 0)2

y = (=989) + /10002 — (x — 0)2

y = (—989) + /106 — x?
Da vi regner pa funktionsforskriften for den gvre cirkelbue, tager vi udgangspunkt i
den positive ligning.

Funktionsforskriften for den del af cirklen.der er af greenset af A og B er altsa

y = (=989) + /106 — x2

Angiv definitionsmangden for funktionen i spm. b.

Definitionsmeengden for funktionen y = (—989) + V106 — x2 finder vi ved hjzlp af
den vandrette afstand mellem afstivningerne, der er angivet som 12,5 m.

Dm(f) = [xa;xs]
4-12,5=150
xp=50
Da buen er symmetrisk omkring y-aksen, ma 50 altsa vaere den numeriske veerdi af xa,

Xa = '50

Dm(f) = [Xa; xb] = [-50;50]

Definitionsmaengden for funktionen y = (—=989) + v10°% — x? afgraenset af A og B er
altsd [-50:50]



d} Angiv funktionsforskriften for den parabel, der gar gennem punkterne A, T og B.
For at kunne finde funktionsforskriften for den parabel, der gar gennem A, T og B, tages der
udgangspunkt i formlen for en 2. gradsligning, da denne definerer funktionsforskriften for en
parabel:
y=ax?+bx+c
Da parablens toppunkt (0 ; 25) har en x-vaerdi pd 0, m3 det betyde at den netop her skeerer y-
aksen. Da c angiver skaring med y aksen, og b angiver parablens toppunkts skydning i forhold
til x-aksen kan vi konkludere fglgende, at c= 25 0g b= 0
Med disse kendte vaerdier ser vores andengradsligning nu sdledes ud:
y =ax?+25

B’s koordinatszet kan nu findes ved at seette x-vaerdien ind i funktionsforskriften for AQB.

y = (~989) + /106 — x2
y = (~989) + /106 — 502 = 50 - V399 — 989 ~ 9,749218
Nu kender vi x og y i vores andengradsligning og kan derefter isolere a:
9,749218 = a - 50% + 25
3 Ligningen lgses for a vha. CAS-varktgjet WordMatMac.

a = —0,0061003128

Nu har vi alle konstanternes veerdier og funktionsforskriften for parablen ser sdledes ud:

y = —0,0061x2 + 25

Funktion
® f(x) = —989 + /1000000 — x2
@ g(x) = —0.0061 x> + 25

Punkt

® A = (50, 9.7492)

® B = (-50,9.7492)
® C=(0,25)
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Vi har brugt Geogebra til at bekraefte vores funktionsforskrift

Funktionsforskriften for parablen der gér gennem A, T og B er altsd v = —0,0061x% + 25




Beregn y-koordinaterne til D og E.
y-koordinaten for punkt D kan findes ved at satte x-vaerdien 12,5 ind i
funktionsforskriften for den del af cirklen, der er afgraenset af A og B:

y = (—989) + /106 — x?
y = (-989) + /106 — 12,52 = 10,92187

y-koordinaten for punktet E, findes ved at szette x-veerdien 15,6 ind i

funktionsforskriften for parablen ATB:
y = —0,0061x2% + 25

y = —0,0061 - 15,62 + 25 = 23,5155
Funktlon
® f(x) = —989 + /1000000 — x?
® g(x) = —0.0061 x2 + 25
Punkt

40

® A= (50,9.7492) i
® B = (50, 9.7492) c

® C=(0,25 —4 E

® D = (125, 10.9219) \
® E = (15.7,23.5155) 0
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Punkterne er her sat ind i Geogebra, hvor man kan se, at de ligger preecist pd cirklen og parablen.

inaterne til punkter Itsa 1

e) Beregn laengden af afstivningen DE.
For at finde afstanden DE skal afstandsformlen benyttes:

DE = /(x2 — x1)2 + (y2 — y1)?
D= (x1,y1) S (12.5,10.9)
E = (x2,y2) = (15.6,23.5)

De to koordinatseet saettes ind i afstandsformlen:

DE = J(15,6 —12,5)2 + (23,5155 — 10,92187)2 = 12,96956



f)

Funktion

® f(x) = —989 + /1000000 — x2
e g(x) = —0.0061 x> + 25

Linje

® ky=4.0625x - 39.8589
Linjestykke

® h=129696

Numerisk

afstandED = 12.9696
Punkt
® A =(50,9.7492)
® B =(-50, 9.7492)
@ C= (0,25) 8

h ED = 12.9696
J A

® D = (12.5,10.9219) 10
® E = (15.6, 23.5155)

Tekst

® TekstED = "ED = 12,9696"
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Laengden har vi ogsd fundet ved hjzlp af Geogebra. Vi har tegnet linjestykket DE og fdet Geogebra til at

angive leengden.
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Angiv funktionsforskriften for den rette linje, /, der gar gennem punkterne D og E.
For at finde funktionsforskriften for en lineaer funktion, y = ax + b, skal vi finde

funktionens a- og b-vaerdi.

a-vaerdien findes med formlen for haeldningskoefficienten:

_y2-yl
a—xz—xl

De kendte koordinatseet for D og E sattes ind:

~235-109
T 156125
b findes med formlen for skeeringen med y-aksen:

b=yl—axl

Et af de kendte koordinatszet seettes ind i ligningen:

= 4,064516

b =109 —4,064516 - 12,5 = —39,90645



g)

Funktion
® f(x) = —989 + /1000000 — x*
® g(x) = —0,0061 x? + 25
Linje
® Iy =4,0625x - 39.8589
Linjestykke
® h=12,9696
Numerisk
afstandED = 12.9696
Punkt
® A =(50,9.7492)
® B =(~50,9.7492)
® C=(0,25)
@ D =(12.5,10.9219)
® E = (15.6, 23.5155)
Tekst
® TekstED = "ED = 12.9696"
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I Geogebra har vi fundet funktionsforskriften for den rette linje, der gdr gennem DE og E ved at tegne et
linjestykke gennem to punkter og fd Geogebra til at angive funktionsforskriften for denne.

Find ligningen for tangenten til parablen i punktet E.
For at finde ligningen til tangenten til parablen i punktet E, skal vi bruge

tangentligningen:

y — f(x0) = f'(x0) - (x — x0)

Fgr vi kan gd i gang, ma vi fgrst finde den afledede funktion af parablen i punktet E og

£ (x0):

E=(15.6,23.5)

f(x) = —0,0061x2 + 25

f'(x) = -0,0122x

F'(x0) = f'(15,6) = —0,0122 - 15,6 = —0,19032

De kendte veerdier sattes nu ind i tangentligningen:

y — 23,5 =-0,19032 - (x — 15,6)
y = —0,19032x + 2,968992 + 23,5

y = —0,19032x + 26,468992



Funktion

® f(x) = —989 + /1000000 — =7 50
® g(x) = —0.0061x%+ 25

Linje 40
® i:y=4.0625x - 39.8589
® Jiy=-0.1903x + 26.4845
Linjestykke 30
® h=12.9696

Numerisk

afstandED = 12.9696

Punkt h ED = 12.9696

® A = (50, 9.7492)

® B = (-50, 9.7492) 8 b A
® C=(0,25) W

® D = (12.5,10.9219)

® E = (15.6, 23.5155) 9
Tekst 0
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For at bekraefte vores udregninger, har vi ogsd indsat tangenten i punktet E i Geogebra, som herefter har
angivet ligningen for denne.

+2,46899

I

igningen for ta i | punktet E er

h) Ekstra frivilligt spergsmal: i punktet B mgdes cirkel og parabel. Beregn vinklen
mellem de to kurver i dette punkt. (Vink: find haldningen af de to tangenter i

dette punkt).
For at finde vinklen i punktet B, ma vi fgrst finde tangenterne til de to funktioner i
netop dette punkt ved hjeelp af tangentligningen.
Vi ved fra fgr, at den afledede funktion af parablen er:
f'(x) =—0,0122x
B=(50,9.75)
f'(x0) = f'(50) = —0,0122 % 50 = —0,61

De kendte vaerdier sattes nu ind i tangentligningen:
y—9,75=-0,61-(x—50)
y = —0,61x + 40,25
Vi finder nu funktionsforskriften for tangenten til cirkelbuen i punktet B:

y = —989 £/106 — x2

=X

106 — x2

fl(x) =

50

= ~ 0,05006262
V106 =502 +/399

£'(x0) = f'(50) =

De kendte veerdier sattes nu ind i tangentligningen:
y —9,75 = 0,05006262 - (x — 50)

y = 0,05006262x + 12.2531



Vi finder nu vinklen mellem de to kurver, der mgdes i punktet B.
Sammenhaengen mellem en linjes haeldning og dens vinkel til vandret er givet ved:
tan(v) = a hvoraf v=tan -i(a)

Den mellemliggende vinkel (mellem linjerne) kan sd beregnes som forskellen mellem
de to vinkler til vandret

tan~1(0,61) — tan~"(0,05) = 28,52078583°
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For at bekraefte vores udregninger, har vi ogsd indsat tangenterne i Geogebra, samt fdet
den til at angive vinklen.

Vinklen mellem de to kurver, der mpdes i punktet B, er altsd 28,5°

i) Ekstra frivilligt sporgsmal: find arealet af det omrade der afgraenses af parablen og

cirklen (det halvmdneformede omrade).
For at finde arealet af det omrade, der afgreenses af parablen og cirklen, bruger vi
formlen for arealet mellem to kurver:

b
Areal = J. fx)—g)dx
a
Dette udregnesi TI-Nspire:

50
f_so (—0,0061 cx2+ 25— (—989 + Jm) dx) = 933.349



933

£1()=-0.006- x2+25

£2(9)=989+/100-1%

75.79

/

For at bekrafte udregningerne har vi ogsd fdet TI-Nspire til at angive arealet mellem de to

kurver.

Ar

blen og cir.

933,349 m?



